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1. はじめに  

コンピュータグラフィクス (CG)において，自然現象

の可視化は映画やゲームなど映像制作の分野で需要が

ある．実世界では観測することが困難な気象現象でも，

美しい景観となるものは CG によって再現することは

重要である．本稿では，希少な大気条件によって発生

する雨氷に注目する．  

雨氷とは，雨滴が不純物を含まないために，過冷却

状態でも凝固せず，地面や木などの物体に衝突するこ

とで凍った透明な氷のことである．実際に撮影された

雨氷の写真を図 1 に示す．着氷性の雨は衝突した物体

表面に沿って流れ，その間に凍結するため枝などの衝

突した物体表面を覆うように氷層が形成される (図

1(a))．また，風の影響を受けて風上側に多く付着する

様子も観察されている (図 1(b))．枝などの物体に衝突

して凍結または昇華することで，氷層が形成される現

象は着氷現象と呼ばれ，雨氷の他に樹氷，霜がある．

霜のように物体表面に氷の結晶が形成されるシミュレ

ーション方法は Kim らによって提案されている [1]．し

かし，着氷性の雨では過冷却状態を考慮する必要があ

り，流れ落ちる効果を表現するためには流体計算を必

要とする．この計算を行って雨氷を表現した研究は，

我々が知る限り無い．本稿において，流体計算は FLIP 

(Fluid Implicit Particle) 法によって計算し，粒子と外部

の熱の授受を計算することによって雨氷の形成アニメ

ーションを生成することを目的とする．  

 

 

2. 既存研究  

CG の分野において，氷・雪の研究は古くから行わ

れている．雪のレンダリングについての研究では

Nishita らの方法がある [2]．Kim らは二次元平面におい

て，熱伝導方程式を解くことによって氷の結晶構造を

生成する方法を提案した [1]．Kim らの成果から，熱伝

導が氷晶を形成する上で重要であることがわかる．  

高橋らは雪の踏み固めを表現する方法を提案した

[3]．SPH (Smoothed Particle Method) 法に焼結の効果を

導入することで，物体に対して付着する雪を計算して

いる．本研究においても，氷は粒子として計算し付着

力を導入することにより，着氷現象を再現することを

提案する．  

Iwasaki らは SPH 法を利用して氷と水との相互作用

を高速に計算する手法を提案した [4]．この手法では，

氷は剛体として計算され，GPU によって高速に計算で

(a) 雨氷が付着した枝先  (b) 枝の片側に多く付着  

する雨氷  

図 1：雨氷の写真（wikipedia より引用）  
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きることを示した．つららや水が瞬時に凍りつく様子

は表現されているが，過冷却については考慮されてい

ない．  

本研究では，流体現象を計算するために FLIP 法を

採用する．FLIP 法は Zhu らによって CG 界での利用の

可能性が示唆され [5]，今日では改良研究が盛んに行わ

れ，産業界において水や炎のような流体現象を再現す

るために広く利用されている．  

過冷却水の数値計算は計算物理の分野でも行われ

ている [6]．近年のスーパーコンピュータの性能向上に

伴い，過冷却水の分子運動まで計算し，水分子のまま

氷点下 41℃まで冷却できることが数値計算的に解明

された [7]．また，実際に観測された雨氷現象に対して

大気の熱的環境を検証した報告もある [8]．この報告で

は，雨氷が発達する条件には気温，湿度，風速，降水

量が関係することが確認されている．我々はこれらの

事実をもとに，実用可能なモデルを提案し，雨氷のビ

ジュアルシミュレーションを実現する．  

 

3. 雨氷のシミュレーション  

この節では，まず提案法における雨氷のモデリング

方法ついて説明し，FLIP 法における熱の授受の計算方

法について説明する．  

 

3.1. 雨氷のモデリング  

FLIP 法は流体の挙動を格子法と粒子法の 2種類を組

み合わせて計算するハイブリッドな方法である．流体

は非圧縮性・粘性流体を想定する．流体の速度更新の

ための Navier-Stokes 方程式を以下に示す．  

0 u  (1) 

  21
p

t





       



u
u u u F  (2) 

ここで，uは速度，tは時間，は密度，pは圧力，は動

粘性率，Fは風などの外力を表す．表面張力の影響に

ついては3.2.2節で説明する．FLIP法では外力項，圧力

項による速度場の更新は格子法で行い，移流項の計算

は粒子法によって計算する． 

本研究では，流体である雨水を雨滴の状態から粒子

として表現する．半径 rd の粒子 i は，中心に速度 vi，

温度 Tp, i，状態 S i を保持する．また，雨水はいくつか

の粒子によって構成され，雨水の粒径分布 N(D)は，以

下の Marshall Palmer 分布に従うものとする [9]．  

   0 expN D N D   (3) 

ここで，D は雨滴の粒径，N0，はそれぞれ初期値，勾

配を表すパラメータである．粒径 D の雨滴は，その体

積を近似できるような適切な粒子の個数を用いて再現

する．すなわち，  

3

38 d

D
n

r
  (4) 

となる最大の自然数 n を粒径 D の雨滴に使用する粒子

の個数とした．式 (4)を満たす自然数 n が存在しないほ

ど小さな粒径 D は考慮しない．  

提案法で考慮する状態変化を図 2 に示す．過冷却水

の水粒子は衝突した物体表面において，熱量バランス

を考慮し，凝固の判定を計算する．この際，凝固しな

かった過冷却水は流れ落ちることになる．氷が外気の

温度によって水に変化する過程や，水が氷に変化する

過程も計算する．氷晶の形成には，水蒸気から氷に変

化する昇華も考えられるが，昇華による氷晶の量は雨

氷に比べてかなり小さいこととから考慮しないことと

する．  

植物などの物体も粒子によって表現する．FLIP 法に

よって更新されるのは水粒子のみで，植物などの物体

の粒子や着氷した氷の粒子は流体計算において固定境

界とする．植物などの物体を表す粒子においても温度

を保持しておき，外気との熱の授受は計算する．また，

過冷却水が生成される過程は計算せず，シミュレーシ

ョン空間に降り注ぐ雨はすべて過冷却状態として計算

を開始する．  

 

3.2. 提案法  

我々は FLIP 法に熱の授受の計算を組み合わせる手

法を提案し，雨氷の形成をシミュレーションする．図

3 に 1 タイムステップ中の処理の流れを示す．まず，

FLIP 法によって粒子から格子に速度および熱を配分

する．熱の伝導は粒子間では行わず，格子間で計算す

る．熱の伝導を計算した後に，粒子に熱を配分する．

図 2：提案法で考慮する相転移  

図 3：提案法の処理フロー  
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また，過冷却水が植物などの物体に衝突した後，付着

力を計算する．衝突した物体表面に付着し，凍結す

るまでの速度は，雨氷表面の熱フラックスを考慮して

計算する．  

 

3.2.1. 粒子と格子における熱の授受  

粒子とその粒子が属する立方格子の間で行う熱の

配分は，以下のフーリエの法則に従う．  

.air p ii
i i i

T TdT
Q k A k A

dx r


      (5) 

ここで，Q i は粒子 i が格子と授受する熱量，k i は熱伝

導率，A は粒子の表面積，dT i は粒子と周囲の温度差で

Tair はその粒子が属する格子の温度である．この熱量

の授受による，粒子の温度変化T i は次の熱量の式に

よって計算する．  

i
i

i i

Q
T

m c


   (6) 

ここで，m i は粒子の質量， c i は粒子の比熱を表す．粒

子の質量や比熱は水滴と植物などの物体で異なる値を

用いる．  

格子間における熱の伝導は，以下の熱伝導方程式を

解くことで行う．  

2

2

T T
a

t

 


 x
 (7) 

ここで，a は熱拡散率，x は空間座標を表す．本手法で

は，FLIP 法による速度場の更新において CFL (Courant 

Friedrichs Lewy) 条件を考慮したタイムステップを定

める．このタイムステップを熱伝導方程式の数値解法

でも用いることを考え，任意の時間間隔で安定的に解

ける陰的スキームの 1 つであるクランクニコルソン法

を採用する．  

 

3.2.2. 付着力の計算  

過冷却状態の雨が植物などの物体や既にできてい

る雨氷と衝突した場合の着氷を表現するために，物体

表面に対する表面張力と界面張力を計算する．これら

の力を総合して付着力と呼び，付着力 Fst icking を以下の

式で計算する．  

2

i

j isticking

i j

j N
j i










p p
F

p p

 (8) 

ここで，p i は粒子 i の位置，は付着力を決めるための

定数である．N i は粒子 i が属する格子とそれに隣接す

る 6 個の格子に存在する粒子の集合で，付着力はその

集合に属する粒子 j からの影響を考慮する．このとき

使用する格子は FLIP 法で用いている格子と同じもの

である．衝突判定も集合 N i に限定して行うことで，計

算の効率化を図る．  

3.2.3. 熱量バランスによる凍結の条件判定  

衝突した物体表面に付着した水滴が凍結する速度

を求める．凍結する速度は熱フラックスの和 Q を

用いて計算する．  

s l fQ Q Q Q    (9) 

ここで，Qs は顕熱フラックス，Q l は潜熱フラックス，

Q f は水膜が凍結するのに必要な熱フラックスである． 

s aQ h T    (10) 

l e v vQ L h     (11) 

f fQ L w  (12) 

ここで，式 (10)の ha は大気の熱交換係数，式 (11)の hv

は水蒸気交換係数パラメータであり，風速と雨氷が付

着した枝の半径から求める関係式があるが，本研究で

は定数として扱った．また，式 (11)の Le は水の蒸発潜

熱，v は水蒸気密度の差であり，これらも定数とし

た．式 (12)の L f は水の凍結潜熱であり，w は降水強度

R と風速 V の関係から求められる降水フラックスで次

の式で求められる．  

    
1

22 20.846 3/ 3.6 0.067 10w R R V     (13) 

式 (9)で計算される熱フラックスの和 Q が負の値で

小さいほど，早く凍結することが知られており [6]，本

研究では凍結までの時間は負の値をとる Qs と Q l の時

間積分が，単位面積あたりの凍結までに必要な熱量 H f

を超えるかを条件として用いた．すなわち，  

f s lH Q Q dt   (14) 

を凍結の条件判定とした．積分は付着している時間に

限定し，凍結前に重力の影響や他の雨滴によって流さ

れ，雨氷表面に付着していない場合は凍結しないこと

とした．  

 

4. 結果  

シミュレーションの実装には C++と nVIDIA CUDA

を使用した．シミュレーション結果の可視化には

OpenGL，最終結果の可視化にはAutodesk 3ds Maxを用

いた．実験環境として Intel Core i7 3.20GHz，16.0GB 

RAM，グラフィックボードとしてnVIDIA GeForce GTX 

580搭載のPCで実験を行った．  

まず，提案法による熱の授受を厳密解と比較して，

その計算精度を確認した．この実験は 2 次元で行い，

そのシミュレーション条件を図 4 に示す．シミュレー

ション空間の中央に円形の物体を置き，外気と物体の

熱の授受を計算して温度の時間変化を算出する．この
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場合の円盤上の極座標 (r, )における時刻 t の厳密解は

以下の式で計算される．   

    ,

,

0 1

, , cos sinm nt

n m n mn mn

n m

T r t e J r A n B n


   
 



 

   (15) 

ここで，Jn は n 次の Bessel 関数，m,n は Jn の正の零点

の小さい方から m 番目の値である（その他の係数につ

いては付録を参照）．提案法では，シミュレーション空

間を粒子と格子で離散化する．厳密解と各手法とで温

 

表 2：シミュレーションに使用したパラメータ  

パラメータ  意味  値  単位  

dt タイムステップ  1.0 s 

 液体の密度  1.0×103 kg/m3 

 動粘性定数  1.792×10－ 6 m2/s 

N0 
Marshall Palmer  

分布の初期値  
8.0×103 mm－ 1m－ 3 


Marshall Palmer  

分布の勾配  
0.1192×103 m－ 1 

rd  粒子半径  1.0×10－ 3  m 

k 熱伝導率  0.569 W/(m・K) 

c 比熱  4217 J/(kg・K) 

a 熱拡散率  0.1349×10－ 6 m2/s 


付着力の係数  

（液体）  
0.5 N 


付着力の係数  

（固体）  
2.0 N 

ha  大気の熱交換係数  5.69 W/(m2・K) 

hv  水蒸気交換係数  0.05 m/s 

Le  蒸発潜熱  2.498 J/kg 

v  水蒸気密度の差  1.61×10－ 3 kg/m3 

L f  凍結潜熱  333.4×103 J/kg 

R 降水強度  25×10－ 3 m/h 

H f  凍結に必要な熱量  333.4 J/m3 

 

度の値について，空間離散化の条件と計算時間の比較

を表 1 に，時間変化を可視化した結果を図 5 に示す．

また，RMSE による厳密解と計算結果の誤差結果の比

較を図 6 に示す．提案法は，格子法による数値計算と

同様に安定で，少ない誤差で計算できていることが確

認できた．厳密解との誤差は特に境界付近で大きいた

め，提案法における境界条件は検討の余地がある．  

雨氷の形成シミュレーションの結果を図 7 に示す．

図中の褐色の粒子は木の枝を，薄い青色は液体の水ま

たは過冷却水を，濃い青色は氷（雨氷）を表している．

シミュレーション時に使用した各パラメータの値を表

2 に示す．シミュレーションに用いた粒子数は液体も

枝などの物体も含めて約 20,000 個，シミュレーション

空間は 128×128×128 の格子で空間を分割して，計算

時間は 1タイムステップあたり 20ミリ秒であった．3ds 

Max に搭載されている mental ray によるレンダリング

図 7：雨氷の形成シミュレーション結果  

(a) 10 タイムステップ後 (b) 7,000 タイムステップ後  

円盤  

r 

図 4：検証実験用のシミュレーション空間  

表 1：検証実験における空間離散化の条件と計算時間  

図 6：RMSE による厳密解と計算結果の誤差評価  

図 5：検証実験の可視化結果  

(a) 厳密解    (b) 格子法   (c) 提案法  

10 タイムステップ後  

(d) 厳密解    (e) 格子法   (f) 提案法  

200 タイムステップ後  

格子法 提案法

格子数 50×50 50×50

粒子数 － 1000

1タイムステップ
あたりの計算時間

6.0ms 8 .2ms
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結果を図 8 に示す．Yu らの手法 [10]を用いて雨氷を形

成している粒子群に限定して境界面を計算した．また，

雨氷には氷の屈折率のパラメータを与えた．表面抽出

には平均して 30 秒かかり，レンダリングは 1 フレーム

あたり約 3 分かかった．  

過冷却水は衝突によってすぐに氷となるものと，流

れ落ちる間に凝固するものがあることがわかる．これ

は熱フラックスを考慮した結果で，凍結までの時間を

計算しているために表現できる．この効果によって，

雨氷で特徴的な枝を覆うような氷を表現することがで

きる．  

熱的環境のパラメータを変更し，周囲の温度が 0℃

よりも高い場合に枝の上部で付着せず，流れ落ちる過

程で凍結する様子をシミュレーションした (図 9)．過冷

却状態を考慮しているため，物体表面に衝突して着氷

するものと，氷から水に変化して流体現象を計算する

ことにより，つららが形成される様子を再現すること

ができる．また，FLIP 法により風のような外力を考慮

することもできる．画像の右側から風が吹くようにシ

ミュレーション空間に速度場を与えた．木の枝の風上

側に多くの雨氷ができる様子も再現できる (図 10)．  

 

5. まとめと今後の課題  

FLIP 法と親和性の高い熱量計算の方法を提案し，雨

氷の形成シミュレーションに応用した．実際の雨氷形

図 9：つらら形状の雨氷の形成シミュレーション結果  

図 10：風を考慮した雨氷の形成シミュレーション結果  

図 8：雨氷の形成シミュレーションのレンダリング結果  

(a) 1,000 タイムステップ後  

(b) 4,000 タイムステップ後  

(c) 7,000 タイムステップ後  

(d) 10,000 タイムステップ後  
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成時に確認されている熱的環境を考慮して，過冷却状

態の雨滴が付着して凍結する様子のシミュレーション

を行った．  

本稿では雨氷を粒子によってモデリングした．着氷

現象には樹氷や霜があり，大気中の水蒸気を考慮すべ

き問題がある．これは格子に水蒸気量のデータを保持

しておくことで解決することができると考えており，

FLIP 法をベースとして雨氷以外の着氷現象を統一的

に計算する手法を提案することが今後の課題である．  
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付録  

A. 円盤領域の熱拡散方程式における厳密解の係数  

式 (15)中の Jn は Bessel 関数で，以下の式で計算される．  
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また，式 (15)中のパラメータは，  
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で定められる定数である．  


