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1. はじめに  

近年，映画やゲームなどの映像制作において，写実

的な流体映像を作成するために，物理ベースのシミュ

レーション [2]がよく利用される．しかし，物理ベース

のシミュレーションは非常に計算コストが高い．その

ため，所望の流体映像を得るためには異なるパラメー

タセットで何度もシミュレーションを繰り返す必要が

あり，映像制作全体にかかる時間が非常に長くなる．

再度シミュレーションを実行せずに，流体の流れ場を

編集できれば，このような問題の解決が期待できる．

しかし，単純に流れ場を編集した場合，流体の非圧縮

性が保たれず，意図しない場所から流体が湧き出した

り，消えたりする．  

そこで，本研究では，非圧縮性を保持した流体流れ

場の編集手法を提案する．このような編集を実現する

ために，我々はベクトルポテンシャルを用いて，流れ

場を表現する．提案手法では，まず，入力の速度場か

らベクトルポテンシャル を計算する．次に，ユーザ

が編集操作を行い，ベクトルポテンシャルに編集に対

応した処理を行う．そして，編集後のベクトルポテン

シャルに対して， curl 演算子 (  )を適用することで，

編集が適用された速度場を得る．任意のベクトルポテ

ンシャル について，       が成り立つため，我々

の手法は常に非圧縮性を保証することができる．提案

手法を用いることで，ユーザは流れ場を編集して，様々

な流れ場を作成することが可能である．編集要素とし

ては，流れ場の変形と障害物の追加を扱う．  

 

2. 関連研究  

流体シミュレーション：Stam は，Navier-Stokes 方程式

を安定に解くための手法を提案した [23]．Stam の手法

以降，様々な流体現象をシミュレーションするための

手法が数多く提案されている [6-8,11,16]．一般的に，

所望の流体アニメーションを得るためには，シミュレ

ーションの実行とパラメータの調整を繰り返し行う必

要がある．これは非常に煩雑な作業である．  

 

流体制御：所望の形状の流体アニメーション [5,22,26]

やユーザ指定の曲線に沿って動く流体 [14]を作成する

ために，いくつかの制御手法が提案されている．これ

らの手法は，外力を追加することによって流体の動き

を制御する．これらの手法を用いて，様々な流体アニ

メーションを作成する場合，ユーザは複数回シミュレ

ーションを実行する必要がある．一方我々の手法では，

再度流体シミュレーションを実行する必要なく，様々

な流体アニメーションを作成することが可能である．  

 

モデルリダクション：流体シミュレーションを高速化

するための一つのアプローチとして，モデルリダクシ

ョン手法が提案されている [25,27]．これらの手法では，

様々な初期条件，パラメータでシミュレーションをし

て得られた速度場のセットを用意し，その速度場に対

し主成分分析を適用する．そして，主成分を基底関数

として用いることで，Navier-Stokes 方程式を高速に計

算できる．しかし，これらの手法では，基底の線形和

により流れ場を表現しているため，入力データから大

きく異なる流れ場は作成することができない．また，

様々な流れ場を作成可能とするためには，多くの速度

場データが必要であり，その結果として，データベー

スを構築する段階で，繰り返し流体シミュレーション

を実行しなければならない．上記の手法をベースとし

て，流体の高速な再シミュレーションを可能とする手

法が提案されている [13]．この手法では，流体シミュ

レーションにより得られた単一の速度場のセットに対

し主成分分析を適用し，基底関数を得る．そして，そ

の基底が張る空間で Navier-Stokes 方程式を解くこと

で，異なるパラメータ設定の流れ場を効率的に計算す

ることができる．しかし，この手法でも， [25,27]の手



 

 

法と同様にデータの線形和として表現できない流れ場

は作成できない．従って，提案手法が目標とするよう

な，全体的な流れを変更するといったことはできない． 

 

手続き的手法：手続き的な手法は，比較的低コストで

所望の流れ場を作成することができる．このような手

法の一例として，様々な炎のアニメーションを作成す

るための手法が提案されている [9,15]．これらの手法で

は，炎の経路を表す曲線を変形することで，所望の結

果を生成することができる．しかし，物理的な正確さ

は考慮していないため，不自然な結果が作成される場

合がある．また，流れ場は非圧縮性を満たさない．

Pighin らは，シミュレーションされた流れ場を，

advected radial basis functions により表現し，流れ場を

編集するための手法を提案した [18]．しかし，この手

法も結果の流れ場に対し非圧縮性を保証していない．  

 

シミュレーション結果の再利用：Reveendran らはシミ

ュレーションにより作成された複数の水のアニメーシ

ョンからその間の状態を補間する手法を提案した [19]．

この手法では，水の表面を表すメッシュデータから

time-space meshを作成し，non-rigid iterated closest point 

method (non-rigid ICP)によりデータ間の対応をとるこ

とで，尤もらしい中間の状態のメッシュを得ることが

できる．しかし，この手法は水面を表すメッシュに対

して適用するものであり，我々が扱うような格子に格

納されたデータを扱うことは考慮されていない．我々

はこれまで，流れ関数を用いることで，非圧縮性を保

持して 2D の流れ場を変形するための手法を提案した

[20]．本稿では，ベクトルポテンシャルを用いること

で，3D の流れ場に対してそのような変形を実現するた

めの手法を提案する．  

 

ベクトルポテンシャルの計算：速度場からベクトルポ

テンシャルを求める方法は，数値流体力学の分野にも

存在する．例えば，渦法では，速度場を渦度のベクト

ルポテンシャルであるとみなし，渦度場から速度場へ

変換する [4,10,17,28,29]．我々の知る限りでは，我々の

手法は流体の編集のためにベクトルポテンシャルを使

用した初の方法である．本稿では，我々の問題に適切

な境界条件と方程式について議論する．  

 

3. 入力と仮定  

提案手法の入力は，非圧縮な速度場の単一のセット

    である．ここで，             はフレーム番号を

表し， は入力の速度場のフレーム数である．提案手

法では，     が空間的に十分なめらかであり，単連結

な閉領域    ( は種数 0)に定義されていると仮定す

る．また，    のシミュレーション空間の境界   の法

線方向成分が であると仮定する：         (at   )．

ここで， は境界の法線である．  

 また，密度場として表現される流体が     に従って

移流すると仮定する．提案手法では，速度場を置き換

え，新しい速度場に従って流体を移流させることで，

様々なアニメーションを作成する．以下では，簡潔な

表記のために  を省略する．  

 

4. 提案手法の概要  

速度場や密度場を直接操作する代わりに，提案手法

では，ベクトルポテンシャルを用いることで，編集さ

れた流れ場に対し，非圧縮性を保証する．単連結な閉

領域において，Helmholtz -Hodge 分解の定理 [1,24]によ

り，十分になめらかなベクトル場 は次のように分解で

きる．  

        ，      (1) 

ここで， はベクトルポテンシャル， はスカラー場で

ある．   のシミュレーション空間の境界の法線方向

成分は である : 

          at   ，      (2) 

また，  は境界に垂直である．  

 我々の入力の速度場 は非圧縮なので，    であり，

従って，  

     ．    (3) 

そして，恒等式       が任意のベクトル場 に対

して満たされるため，ベクトルポテンシャルの回転は

常に非圧縮条件を満たす．そのため，ベクトルポテン

シャルに対し編集を行うことで，結果の流れ場に非圧

縮性を保証することができる．  

図 1 に提案手法の概要を示す．視覚的にわかりやす

くするため，全ての 3 次元ベクトル場を，2 次元ベク

図 1：提案手法の概要  



 

 

トル場で図示した．前処理では，まず，格子ベースの

方法により，非圧縮性 Navier-Stokes 方程式を解くこと

で，入力の速度場 を作成する．そして，各フレームの

速度場 をベクトルポテンシャル へ変換する．ランタ

イムでは，ユーザが編集操作を行い，その編集に対応

する処理をベクトルポテンシャルに適用することで，

編集後のベクトルポテンシャル  を得る．そして，curl

演算子を  に適用することで，編集後の速度場  を生成

する．最後に，  に従って密度場を移流させる．  

 

5. ベクトルポテンシャルの計算  

Helmholtz-Hodge 分解の定理に従い，入力の非圧縮

な速度場 は，ベクトルポテンシャル を用いて，式 (3)

のように表すことができる．ただし，このベクトルポ

テンシャル は通常一意に求めることができない．こ

れは， が     を満たすと仮定した場合，あるベ

クトルポテンシャル       も，任意のスカラー場

 に対して，定義      より，      を満たすた

めである．我々は，時間変化するベクトル場の変形に

適するよう，この自由度を拘束する．以下では編集操

作のうち変形を例として説明する．  

まず，式 (1)に従い，ベクトルポテンシャル  を

        のように分解する．ここで， はベクト

ル場， はスカラー場である．そして，変形を表す関数

 により を変形する． は，例えば，各位置ベクトル を

新しい位置 へマップする関数を表す．この変形では，

ベクトル値関数     は                 のように変換

され，       と記述することとする．これにより我々

は，ベクトル値関数  と に対して，             

         を得る．そして，変形後のベクトルポテン

シャルは以下のようになる．  

                           ．    (4) 

上式に curl 演算子を適用した場合，任意の変形に対し

て，       は常に 0 になるとは限らない．そのため，

もし  に時間的なコヒーレンスがない場合，       

は結果の流れ場に意図しない揺らぎを引き起こす可能

性がある．従って，我々はそのような問題を避けるた

めに，  の値を拘束する．本稿では特に，以下の設定

により    を強制する．  

       at   ，    (5) 

      at  ．    (6) 

速度場  から所望のベクトルポテンシャル を得る

ために，我々はまず，式 (3)の両辺に curl 演算子 (  )

を適用し次式を得る．  

        ，     (7) 

我々はこのポアソン方程式を境界条件       ，

         ，     の下で解くことにより，ベクト

ルポテンシャル を得る（付録 A に証明を示す）．式 (7)

を数値的に解くために，biconjugate gradient stabilized 

method (BiCGSTAB)を本稿では採用した．  

 

6. 編集後の速度場の生成  

本手法はベクトルポテンシャルに対して，ユーザの

編集操作に対応した処理を適用する．本稿では，編集

要素として変形および障害物の追加を扱う．  

 

流れ場の変形：本稿では，制御点や制御パス（図 2 は

制御パスの例）を用いて，2 次元（図 2 の  平面）で

変形操作を行い，それを 3 次元格子の 方向の各 2 次

元スライスに適用する．変形手法には移動最小二乗法

に基づく方法 [21]を用いた．そして，変形後のベクト

ルポテンシャル  を得るために，我々はまず が格納さ

れている変形後の格子を，  を格納するための直交格

子で再サンプリングする．そして変形後のベクトルポ

テンシャルの正確な方向を得るために，ベクトルポテ

ンシャルの値に変形に対応する局所的な回転を適用す

る．提案手法では， [21]の方法に限らず，画像やメッ

シュを変形するための任意の変形手法を適用できる．

しかし，格子が裏返るような変形が適用された場合，

裏返りがベクトル場に不連続を引き起こす可能性があ

り，その結果大きな速度が生成される場合がある．ま

た，変形の度合いが大きい場合，速度が意図せず大き

く変化してしまう．これは，変形が大きくなると，格

子点間のエッジの長さが変化し，   の値が大きく変

化することが原因である．  

図 2：格子の変形  

図 3：障害物の追加  



 

 

 

障害物の追加：障害物の追加は，Bridson らの方法 [3]

を用いる．この論文では，ノイズ関数を用いてポテン

シャル場を生成することで，手続き的に流体のような

流れ場を作成できる．そして，ポテンシャル場に対し

以下の式を適用することで，非圧縮性を保ったまま障

害物の影響を考慮した流れ場を生成できる．  

                   ，   (8) 

ここで，    はある格子点（ここでは図 3 の赤点）から

最も近い距離にある障害物上の点の法線（図 3 赤矢印）

を表す．また， は格子点と最も近い障害物上の点と

の距離に応じて変化する係数であり，障害物に近い格

子点ほど 0 に近くなる（図 3 緑と橙色のグラデーショ

ン部分：各色が濃いほど  が 0 に近い）．上記の方法

について，詳細は文献 [3]を参照していただきたい．  

ユーザが上記の編集操作を行い，編集後のベクトル

ポテンシャル  が計算された後，  に curl 演算子を適

用することで，編集後の速度場       を得る．結果

の速度場は，        が 0 となるため，常に非圧縮

性を満足する．  

 

7. 実験結果  

計算に使用した PC は，CPU が Intel Core i7 3930K

であり，メモリは，32GB である．図 6,7,8 および図 9

の右の画像は物理ベースレンダラの "Mitsuba"[12]を用

いてレンダリングした．なお本節のアニメーション例

については，補足資料の動画ファイルを参照していた

だきたい．  

 

非圧縮を保った変形の重要性：速度場の非圧縮性を保

持することは，全体の質量を保存するために重要な要

素である．図 4 にこの重要性を示す．視覚的にわかり

やすくするため，2D の流れ場を用いた．2D において

ベクトルポテンシャルは流れ関数と呼ばれるスカラー

関数として表される．本実験では，我々の従来手法 [20]

を用いて，2D の速度場から流れ関数を計算した．  

 この例では，ゼロでない密度場が 2D の流体シミュ

レーションにより生成された時間変化する速度場にし

たがって移流される．シミュレーション空間の中央下

端には，毎フレーム一定の上向きの速度がセットされ

図 6：障害物の追加の例  

図 4：非圧縮性を保った変形の重要性  

図 5：提案手法と流体シミュレーションによる結果との比較  

表 1：格子数および計算時間  

図  格子数  Tns Tp Tr 

5 256x128x384 146 298 2.9 

7,9 192x192x512 234 407 4.4 

 



 

 

る．また，ランタイムにおいて，密度の追加や除去は

行わない．図 4 の左 3 つの画像は，密度場を可視化し

たものであり，各画像の左上の図は変形に用いた格子

である．また，右上の図は赤色の矩形で示した領域の

速度場の発散を示したものであり，青，緑，および赤

色はそれぞれマイナス，ゼロ，およびプラスの発散を

表す．図 4 右のグラフは全体の質量の偏差を表す．偏

差は          のように算出し， はシミュレーショ

ン領域全体にわたって密度を積分することで算出され

る．流れ関数を使わずに直接速度場を変形した場合，

結果の速度場に非ゼロの発散が生じ，その結果全体の

質量が初期値から大幅に逸脱してしまう．これに対し，

非圧縮性が保たれている場合，質量の時間的な偏差を

十分に減少させることができる．また，我々は，3D の

流れ場の変形についても同様の傾向を確認している．  

 

編集結果とシミュレーション結果との比較：図 5 に提

案手法により作成された結果と流体シミュレーション

により作成された結果の比較を示す．図 5a は入力の煙

のアニメーションであり，図 5b’-d’は流体シミュレー

ションにより作成された結果である．シミュレーショ

ンには，煙が右に流れるよう，シミュレーション空間

の左端に一様な外力を適用している．図 5b-d は提案手

法により作成された結果であり，変形により図 5b’-d’

のような流れを模倣できることを示す．変形が小さい

場合，我々の結果はシミュレーションに近い結果が作

成できる．また，比較的大きな変形でも尤もらしいア

ニメーションを作成できる．  

 

3D の流体の編集：表 1 に各結果の格子数と計算時間を

示す．計算時間の単位は [sec/frame]である．Tns は流体

シミュレーションの時間，Tp および Tr はそれぞれ提案

手法における前処理とランタイムの計算時間である．

提案手法では，シミュレーションの時間に比べ，前処

理に約 2 倍の計算時間がかかっている．しかし，ラン

タイムの計算は，約 50 倍高速になっており，所望の映

像を作成する際の試行錯誤を効率的に行うことができ

る．また，提案手法で行う計算は，前処理での Navier- 

Stokes 方程式とポアソン方程式，ランタイムでの変形

処理と curl 演算であり，並列化が有効である．  

 図 6 は，障害物を追加した場合の例である．格子数

は 256x256x384である．図 6aは，入力の流れ場であり，

図 6b は，a に障害物（赤球）を追加しその影響を考慮

した流れ場である．障害物が追加されたことで，球の

下に煙が滞留しており，密度が濃くなっているのがわ

かる．また，その影響で，球の上方に立ち上る煙の量

が入力に比べて少なくなっており，障害物を考慮した

影響を確認することができる．  

単一の流れ場（図 7a）から，提案手法は様々な流れ

場を作成することができる．この例では格子を水平方

向や鉛直方向に縮めたり，鉛直方向に引き延ばしたり

することで，入力と比べ，細い煙（図 7b），太い煙（図

7c），高い煙（図 7d）のアニメーションを作成できる．

図 8：複数の煙突から立ち上る煙の例  

図 9：魔法のランプから立ち上る煙の例  

図 7：様々なアニメーションの作成例  



 

 

各画像の左上の図は変形に用いた格子である．  

図 8 は，図 5b-d の結果を使用して，複数の煙突から

立ち上る煙のシーンを作成した例である．このように，

提案手法では，単一のデータから複数の流体アニメー

ションを効率的に作成できる．  

図 9 に魔法のランプから立ち上る煙の例を示す．図

9a は入力の流れ場であり，b は提案手法により得られ

た結果である．図 9a では，煙が垂直に立ち上っている．

図 9b では，a から蛇行するような流れを作成した．ま

た，図 9 右の画像は b の結果を用いて作成した．提案

手法では，このようなシミュレーションのパラメータ

調整だけでは作成が難しい流れも作成できる．  

 

リミテーション：提案手法はベクトルポテンシャルを

変形するため，速度場において変形結果が直観的でな

い場合がある．例えば，ベクトルポテンシャルの x，y，

z 成分が，     において組み合わされているため，

平面においてベクトルポテンシャルを変形した場合，

平面に垂直な方向にも速度場が変化する．また，変形

が非常に大きくなると，同様に直観的な変形が難しい．

そのため，今後変形の度合いや種類に応じて起こる変

化を定量化する予定である．  

 

8. まとめと今後の課題  

本稿では，非圧縮性を保ちつつ流体の流れ場を編集

する手法を提案した．非圧縮性は入力の流れ場をベク

トルポテンシャルに変換することで満足される．また，

curl-free な成分を含まないようベクトルポテンシャル

における自由度を拘束するための方法も提案した．  

今後の課題として，より直観的な変形の実現が挙げ

られる．また，もう一つの流体の物理法則である運動

量保存も満たした編集方法の開発が挙げられる．  
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A 式 (7)と境界条件より     となることの

証明  

式 (7)から，我々は                を得る． 

は十分になめらかであるため，                  

となる．従って         となる．     と書くこ

とすると，我々は     を得る．境界において     

なので， もまた境界において   となる．そのため，

領域全体について   となり，結果領域全体について

     を得る．  

 


